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1 Introducere

Scopul acestei teze este de a prezenta noi rezultate in domeniul laticelor reziduate,
in special prin introducerea si studierea notiunea de noetherian i artinian, precum si
studierea mai multor clase de latici reziduate. Teza de fata se Incadreaza in algebra
logicii. Rezultatele pe care le prezentam in aceasta teza sunt din urmatoarele lucrari
originale apartinand autorului acestei teze: [19], [20] si [52]. In acestd introducere,
discutam despre motivatia pentru studierea acestor subiecte, si ofera o imagine de
ansamblu asupra capitolelor urmatoare. Teoria laticilor reziduate a fost utilizata
pentru a dezvolta logica algebrei fuzzy ([58]) si logica substructurala ([51]).

Fie o latice reziduata ([30],[66]) este o structurd algebricd (L,V,A,®,—,0,1)
astfel incat (L,V,A,0,1) este o latice méarginita, (L,®,1) este monoid comutativ
pentru orice z,y, 2z € L,

r<y—zifzoy<z

Pentru a simplifica notatia, o latice reziduatd (L,V,A,®,—,0,1) va fi trimis de
catre multimea suport L, asa cum va fi cazul pentru orice structura algebricd. Cu
B(L) vom denumi multimea L tuturor elementelor. In 2000, R. Cignoli si colab.
([23]) a dovedit acest lucru Logica lui H acuteajek este logica normelor continue de
P. Hédjek. Un studiu recent privind BL-algebre a fost realizat in 2012, de S. Motamed
si J. Maghaderi ([46]), ei introduc notiunile de noetherian si artinian BL-algebre. Au
obtinut ceva definitii echivalente ale algebrelor BL si artiniene, noetherian, a dovedit
teorile lui Anderson gi Cohen despre teoria ([37]) in BL-algebre. Ei au propus o prob-
lemé& deschisa BL algebre noetherian (artinian) si structura algebricad BL-algebre.
Dupé aceea, in 2013, O. Zahiri ([67]) a rezolvat problema deschisd a aparut in S. Mo-
tamed si J. Maghaderi ([46]) despre relatia dintre algebrele BL noetherian (artinian)
au fost facute imbunatatiri. Am observat ca teoria algebrelelor noetherian (artinian)
in cazul general a fost studiatd in 1983, de citre C. Nastdsescu ([50]). Unul dintre
obiectivele noastre In aceasta teza este sa studieze algebrele noetheriene si artiniene
in cazul general al reziduatelor.

Teza este compusa din cinci capitole gi este structurata: In capitolul 2 amintim
definitiile de baza si le punem in exemple de latici reziduate, reguli de calcul de care
avem nevoie in restul tezei gi diagrama de clasificare a laticilor reziduate.

De asemenea, prezentam un studiu privind filtrele (i-filter) in laticele reziduate.
Prezentam cateva exemple. Studiul nostru asupra proprietatilor filtrelor in laticele
reziduate. Suntem interesati de filtru (i-filtru) generat finit gi de investigati in ce
conditii multimea Miny (F) din toate filtrele minime prime i-aparindnd i-filtrului



din L este o multime finitd (vezi Teorema 2.5).

Teorema 2.5 Daca F' € F;(L) este un filtru proriu. Daca orice element Ming (F) este
finit atunci Ming, (F) este o multime finitd. Vom studia existenta filtrului in produsul
direct L x L' (vezi Teorema 2.6).

Teorema 2.6 Daca L, L' este o latice reziduati. Atunci K este un filtru L x L’
daci si numai daci existd F € Fi(L) si G € F;(L') astfel incat K = F x G.

In capitolul 3, teoria filtrelor algebrelor logice joaca un rol important studiind
aceste algebre. Din punct de vedere logic, diferite tipuri de filtre corespund diferitelor
multimi de probabile formule. Uneori, este si un filtru numit sistem deductiv ([48]). In
prezent, teoria filtrului au fost studiate i au fost obtinute cateva rezultate importante
(18], 9], [61], [68], [69]). In [8] am propus o noui abordare pentru studiul filtrelor
laticelor reziduate.

In acest capitol lucram pe cazul general al laticelor reziduale si am stabilit unele
relatii intre filtrele regulare si celelalte filtre: Filtre booleene, filtre MV, filtre Stonean,
filtre divizibile si unele exemple arata ca aceste filtre sunt diferite. De asemenea,
demonstram ca o latice reziduata L este o latice Stonean reziduatd daca si numai
daca fiecare filtru de L este un filtru Stonean i vom arata ca laticea reziduata L are
conditia Double Negation daca si numai daca fiecare filtru este un filtru regular.

In capitolul 4 am studiat notiunea de noetherian gi de artianian in cazul general
al laticelor reziduate. De asemenea vom studia noetherian si artinian in cazul laticei
modulare (teorema 4.2; remarca 4.1; remarca 4.2).

Teorema 4.2 Spunem ca A este o latice modulara marginita. Atunci A este noethe-
rian gi artinian latice daca A este structura ordonata.

Remarca 4.1 Daca A este o latice modular si a € A, atunci A este noetherian
(artinian) daca laticea (a] si [a) este noetherian (artinian).

Unele rezultate sunt transferate laticelor reziduate ca structurd ordonata (vezi
corolarul 4.2)

Corolarul 4.2 Daca L este latice reziduata, atunci L este noetherian si artinian
latice reziduatd daci este latice (F(L), C) atunci este structura algebrica {1} = F C
PKC..CF,=1L.

Dupa modelul ([50]), ([37]) si ([46],[67]) am introdus notiunea noetherian si
artinian in cazul general al laticelor reziduate.

Definitia 4.4 Fie laticea reziduatd L spunem noetherian (artinian) daca multimea
(Fi(L), C) este noetherian (artinian).

Prezentam céateva definitii echivalente ale noetherian si arteniene laticelor rezid-
uate gi s-au dovedit a fi si Anderson si Cohen teoreme ale teoriei n laticile reziduate
(vezi Teorema 4.7).

Teorema 4.7 L latice reziduaua este noetherian daca gi numai daca filtru prim L
este finit.

De asemenea, dupa ce definim notiunea de structura ordonata laticilor reziduate

(a se vedea definiia 2.10) L EN N e proprietatea respectiva Ker(g) C Im(f),
rezolvam in cazul general al laticei reziduate o problema deschisa despre relatia dintre
noetherian (artiniene) latici reziduate in structuri ordonate (a se vedea teorema 4.13),
care a fost initial propusa pentru cazul BL-algebre in [46].

Teorema 4.13 Daci L 5 L' % L” este o structuri ordonati laticei reziduate astfel
incét f este unul cate unul pe g. Atunci L este noetherian (artinian) laticei reziduate
dacd L i L este noetherian (artinian) laticei reziduate.



In final am studiat produsul direct al laticelor reziduate (teorema 4.12).

Teorema 4.12 Daca Ly si Lo sunt latici reziduate, Atunci L; si Lo noetherian (ar-
tinian) laticelor reziduate dac& L x Lo este noetherian (artinian) laticelor reziduate.

In capitolul 5 | reticulatia a fost definitd pentru comutativ Simmons in [56] si
este extinsd pe non-comutativ Belluce in [3]. Reticulatia R este o latice distributiva
delimitatd L(R) astfel ci spectrul principal al lui R, topologia Zariski, este homeo-
morfism la spectrul prime de L(R), cu Stone topologic. Prin aceaste conexiuni multe
proprietati pot fi transferate de la R la L(R) si invers. Prin urmare, o problema este
definirea unei reticulati pentru alte clase de algebra universala.

Acest lucru a fost obtinut in [2] de Belluce pentru MV -algebra, George Georgescu
in [31] (care constituie o abstracie buné a retelei de congruente pentru multe tipuri
de structuri algebrice), Leugtean pentru BL -algebra in [44], Muresan pentru latici
reziduate in [47], [48] Busneag si Piciu [13] pentru Hilbert algebre. Deci, in general,
reticulatia pentru o algebra A mentionata mai sus este o pereche de (L4, A) constand
o structura distributiva L4 si o surjectie A : A — L4 astfel ncat functia data de
imaginea inversd a A induce (prin reticulatie) un homeomorfism al spatiilor topologice
intre prim spectrul de L 4 i cel de A. Aceasta constructie permite multor proprietatile
care trebuie transferate intre L4 si A.

Folosind modelul structurilor de mai sus, in aceasta lucrare vom defini reticulatia
unei BCK algebre si dovedirea mai multor proprietati ale acesteia.

Capitolul este impartit in sapte sectiuni. In primele trei sectiuni ne amintim toate
notele preliminare i rezultatele referitoare la algebrele BCK i relevante pentru lucrare.
In sectiunea 4 pentru orice BCK algebra, 74 = {D(X) : X C A} este spatiu topologic
Spec(A), avem {D(a) : a € A}. Topologia 74 spune Zariski Spec(A) topologic si
spatiu topologic (Spec(A),74) spunem spectrum prim A. Fie A o BCK algebra si
pentru a € A este definitd Dyqq(4)(a) = D(A)NMax(A) = {M € Max(A) :a ¢ M}.

Avem doua rezultate:

1. Daca A este o algebra marginita BCK. pentru orice a € A, Dyjqz(4)(a) este o
multime compacta Max(A) (Proposition 5.7).

2. Daca A este o algebra marginitd BCK, Maxz(A) este spatiul topologic com-
pact Hausdorff (Theorem 5.10). In sectiunea 5 am definit o noua latice distributiva
marginita L 4 unde spunem ca A este o laticea Belluce asociatda unei BCK algebre.

Principalele rezultate sunt: Daca A este BCK algebra marginita, uy : Maxz(A) —
Max(L 4) este homeomorfism spatiului topologic Max(A) si Max(L 4) (teorema 5.11).

In sectiunea 6 am definit notiunea reticulatiei BCK algebrei marginite A (defini-
tia 5.9) si demonstram unicitatea reticulatiei (teorema 5.12).

In sectiunea 7 am definit notiunea BCK algebre normale (utizand modelul lati-
cei) si demonstram ca A este o BCK algebra normala marginita, atunci L4 este latice
normali (Corolar 5.1)

2 Preliminarii

In acest capitol vom prezenta definitiile de baza si proprietati ale laticelor rezid-
uate comutative gi am pus in evidenta multe reguli de calcul intr-o latice reziduata de
care avem nevoie in restul tezei. Majoritatea rezultatelor din acest capitol sunt cunos-
cute din anterioarele lucrari; cu toate acestea, rezultatele sunt originale, cu exceptia
cazurilor mentionate; natura lor de baza sau simplitatea lor in unele cazuri le-a facut



introductiv pentru prezentare in acest sens capitol. Un alt subiect studiat este teo-
ria filtrului laticelor reziduate. Mentionam cateva exemple. Investigam conditiile
Ming(F) din toate filtrele minime prim care aparin filtrului F' din L este o multime
finita (vezi Teorema 2.5). De asemenea, investigidm existenta unui filtru in produsul
direct L x L' (vezi Teorema 2.6). In cele din urm4, ne amintim cateva notiuni despre
morfismele laticelor reziduate si introducem notiunea de structura ordonata pentru
latici reziduate ( definitia 2.10).

3 Note despre filtrele regulate in latici reziduate

Din literatura matematicd vom studia mai multe tipuri de filtre in laticea reziduata.
In [8] am propus o noua abordare pentru studierea acestor filtre. In acest capitol,
ne inspiram din [8], stabilim cateva conexiuni intre filtrele regulate si anumite tipuri
de filtre in cazul laticelor reziduate. Demonstram ca o latice reziduata este o latice
reziduata Stonean daca si numai daca fiecare filtru este filtru Stonean si aratam ca
laticea reziduata este dubla negatie cu conditia ca orice filtru este filtru regular.

4 Noetherian si artinian in cazul general al laticelor
reziduate

In acest capitol vom introduce notiunea in cazul general al laticelor reziduate
noetherian gi artinian laticea reziduata cu proprietatea ca fiecare crescand ( in scidere)
filtru este fix (see Definitia 4.4). In exemplul 8, (i) vom prezenta laticea reziduati care
nu este noetherian, prin urmare vom studia noetherian laticei reziduate este adevarat.
Sunt obtinute mai multe rezultate. Vom mentiona cateva exemple. Obtinem cateva
definitii echivalente noetherian si artinian laticelor reziduate (vezi teoremele 4.3 gi 4.5).
Studiem coeficientul laticei reziduate din noetherian (artinian) laticei reziduate (vezi
remarca 4.3) si demonstram teorema Anderson si Cohen din teoria ([37]) in laticea
reziduatd (teorema 4.7). Dupa vom introduce notiunea weak short exact sequence
pentru laticea reziduata (teorema 2.10) rezolvam in cazul general laticelor reziduate
despre relatia intre noetherian (artinian) al laticelor reziduate (teorema 4.13).

5 Laticea Belluce asociata unei BCK algebre

Acest capitol este structurat in cinci sectiuni dupa cum urmeaza: contine cateva
definitii de baza si rezultate referitoare la BCK algebre. Primul contine definitii si
proprietati ale sistemelor deductive, sistemelor deductive prime gi maximale. Pentru
orice BCK algebre A, spatiile topologice Spec (A) si Max (A) sunt studiate in sectiunea
2. Sectiunea 3 contine anumite rezultate originale legate de laticea Belluce asociata
unei BCK algebre. In sectiunea 4 definim notiunea de reticulatie a unei BCK algebra
marginita A. In sectiunea 5 definim notiunea unei BCK algebrelor normale.
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